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中国对数学基本理论的贡献不多，能让国人自豪并以“中国”命名的古老

数学命题可能只有“中国剩余定理”一个，因而我们常常为之余情未了。本文

回顾了剩余定理的简要历史和内容，并谈及其几个经典和最新应用。

同余的发现

古人为安排农事而编制历法，需要计算周期的起点。期间，数学同余概念

的产生和利用反映了中国农耕文明的历史辉煌，而与之相应的诗情画意般的求

解歌诀更体现了深厚的中华文化底蕴。

1“物不知数”问题

这是中国古代一道著名算题。原载《孙子算经》，为卷下第二十六题。

“今有物，不知其数，三三数之，剩二，五五数之，剩三，七七数之，剩二。

问 ：物几何 ? 答曰 ：二十三”。

从这里引申出了一个重要的数学概念 ：同余。例如，“三三数之剩二”概

括了多种“剩二”的情况，譬如 5 除以 3 余 2，8 除以 3 也余 2，说明 5 和 8
除以 3 时有相同余数。进一步，还能观察到 2、5、8、11、……除以 3 余 2 的

周期现象，同时可将无限的自然数集合按周期的起点分成 0、1、2 三个不同的

剩余类，等等。

上述“物不知数”问题用现代数学式子表达的话，可归结为求

x ≡ 2 (mod 3) ≡ 3 (mod 5) ≡ 2 (mod 7)

这组一次同余式的整数解。

《孙子算经》是中国古代一部非常重要的数学著作，成书大约在公元四、

五世纪的南北朝时期，也就是一千五百多年前，其作者生平和编写年代不详。

传本的《孙子算经》共分三卷：卷上、卷中、卷下。“物不知数”问题也称“韩

信点兵”问题（有多个版本）。其中一个版本如下 ：

传说刘邦建立汉朝之前有一大将韩信，计算士兵数目的方法十分特别。他不

是五个五个或十个十个地数，也不要士兵“一、二、三、四、……”地报数，而

是叫他们排成队伍，依次在他面前列队行进 ：先是每排三人，再是每排五人，然

后是每排七人。他只将三次队列行进完毕后所余的士兵数目记下来，就知道了士

兵的总数。据此有人认为《孙子算经》的作者是撰写《孙子兵法》的孙武。其实

剩余定理情未了
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不然，卷下“今有佛书”一问，说明《孙子算经》的作者和总结《孙子兵法》的

孙子是不同时代的人。

我国古代天文历法资料表明，一次同余问题的研究受到天文和历法需求的

推动，特别是和古代历法中所谓“上元积年”的计算密切相关。任何一部历法，

都需要一个理想的时间起算点——这个起算点要从制定某部历法的当年往回逆

推，所得起算点称为“上元积年”。在这个起算时刻，日、月、行星都恰好位

于它们各自周期的起点，同时这一天的纪日干支又要恰好是“甲子”，如此等等，

故上元积年的推算需要求解一组一次同余式。如南北朝时期祖冲之的《大明历》，

要求上元积年必须是甲子年的开始，而且“日月合璧”、“五星联珠”（就是日、

月、五大行星处在同一方位），同时月亮恰好行经它的近地点和升交点。在这

样的约束条件下来推算上元积年，需要去解 10 个联立同余式，相当之不容易。

2《孙子歌诀》解法

《孙子算经》解这道题目的“术文”是 ：“凡三三数之，剩一，则置

七十，五五数之，剩一，则置二十一，七七数之，剩一，则置十五，一百六以

上，以一百五减之 ；而三三数之，剩二，置一百四十 ；五五数之，剩三，置

六十三 ；七七数之，剩二，置三十。并之，得二百三十三，以二百十减之，即

得”。需要注意的是，古称“106”为“一百六”，而称“160”为“一百六十”。

这里 ：被 3 除余 1，并能同时被 5、7 整除的最小数是 70 好理解 ；被 3 除余 2，
并能同时被 5、7 整除的最小数是 35，为什么置一百四十？因为题目没有要求

“最小”，“剩一，则置七十，剩二，置一百四十”，按同余运算顺理成章 ；但为

了答案唯一，故最后都按“一百六以上，以一百五减之”直到最小。

明代著名的大数学家程大位，在他所著的《算法统宗》中，对于这种解“孙

子问题”的方法，还编出了四句歌诀，名曰《孙子歌诀》：

“三人同行七十稀，五树梅花廿一枝，七子团圆正半月，除百零五便得知”。

从数学文化的角度，选择一个问题，离不开教学及历史、诗歌和绘画，特

别是思想与创新。而“物不知数”问题就很符合这些条件。

以数糖果为例进行少儿教学，9 粒符合七七数之，剩二，但不符合五五数之，

剩三；16 粒也如此。然而 23 粒符合七七数之，剩二；五五数之，剩三；三三数之，

剩二。故 23 为一个答案，除法验证 128 也是答案。然而网上流传的“韩信点

兵”问题（另一版本）：他带 1500 名士兵去打仗，战死四百多。余者 , 大刀队

3 人一排，多出 2 人；长矛队 5 人一排，多出 4 人；弓弩队 7 人一排，多出 6 人。

问活着士兵人数？这个版本见图 1 左下，但这里的问题描述是不对的！正确描

述应该是 ：余者， 3 人一排，多出 2 人 ；5 人一排，多出 4 人 ；7 人一排，多出

6 人。问活着的士兵人数？在此基础上，有些小学生能够准确回答为 1049 人。

图 1 右图是上海行知小学四年级学生史佳妮按照《孙子歌诀》所作的画。

它诗意盎然宛如一幅国画！据此“韩信点兵”问题中的

x ＝ (2×70+4 ×21+6×15) (mod 105) ＝ 104
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容易接受 ；但对于 104+9×105 ＝ 1049 小学生还得动动脑筋。

该问题的思想与创新将在后面的“同余的情缘”篇中进一步谈及。

3“中国”剩余定理

《孙子歌诀》只能解答用 3、5、7 作除数的题目，遇到用其他数作除数的算题，

它就行不通了。南宋数学家秦九韶将它推广，在《数书九章》中用大衍求一术

给出了一个系统性解法。德国数学家高斯（K. F. Gauss，公元 1777-1855 年）

于 1801 年出版的《算术探究》中用现代数学语言把它明确地写成一个定理。

定理 ：设整数 m1, m2,…, mn 两两互质，则同余方程组

                          x≡ a1 (modm1)
x≡ a2 (modm2 )
!

x≡ an (modmn )

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎩
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有唯一解

x= aiti
i=1

n

∑ Mi (mod M )，

其中

M ＝ m1m2…  mn，    Mi ＝ M /mi，  t iMi ≡ 1 (mod mi)  。

图 1  有关教学的插图




