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见数学专业著作与文献，才能得知一些。因此，一般

人恐怕仅仅只知道有这么一个问题而已。

卢昌海在《数学文化》上的六期连载文章《黎曼猜

想漫谈》，对 RH 相关问题作了详细的解释。文章中关于

数学的阐述是严谨的，数学概念是清晰的。文字流畅，并

间夹了一些流传的故事，以增加趣味性与可读性。从这几

方面来看，都是一篇很好的雅俗共赏的数学普及文章。

数学普及文章最要紧的是严谨性，有一些普及文

章像在讲故事，不谈数学本身，从而读者在读完后，难

免会觉得不知其所以然，一头雾水。

RH 发端于黎曼在 1859 年的一篇文章，其历史远

比费马（Fermat）大定理（FLT）与哥德巴赫（Goldbach）
猜想（GC）的历史短得多，而且不像这两个问题那样，

只要有中小学数学知识的人，就知道其题意。

要了解 RH 的题意，则至少需要知道亚纯函数 ζ (s)
的含义。所谓黎曼 zeta 函数 ζ (s)(s = σ+it) 是一个复变

函数，它在右半平面 σ >1 上由一个绝对收敛的级数

ζ (s) = 1
nsn=1

∞

∑ (σ >1)

来定义的。所以， ζ (s) 在 σ >1 上是全纯的。它在左半

平面 σ ≤ 1 上的情况如何呢？则需要将 ζ (s) 解析延拓

至全平面，延拓后的 ζ (s) 是一个 s 平面上的亚纯函数，

它只在 s=1 处有一个残数为 1 的 1 阶根。ζ (s) 仅在左

半平面 s ≤ 1 上有零点 s =-2n （n=1, 2, ... ）。这些零点称

为 ζ(s) 的平凡零点，剩下的零点则位于狭带 0 ≤ σ ≤ 1
之中，这些零点称为 ζ (s) 的非平凡零点。所谓 RH 是说：

 ζ (s) 的非平凡零点都位于直线 σ = 1/2 之上。

随着公众数学水平的逐渐提高，愈来愈多的人知

道黎曼（Riemann）猜想这个问题，我们将它记为 RH。

特别是 RH 曾被希尔伯特（Hilbert）列入他的二十三个

问题的第八问题，现在又被列为克莱数学研究所提出

的千禧年七大待解决难题之一，倍受关注。不少人已

经知道 RH 是数学中第一号重要问题。

但 RH 是个什么问题？为什么重要？至今似未见

一篇有相当深度的普及文章来加以解释，常常需要参

《黎曼猜想漫谈》读后感
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RH 与素数在自然数中的分布密切相关。我想一

般关于 RH 的普及文章也就讲到这里了。

卢昌海的文章从这里讲起，他介绍了 ζ (s) 的开端，

即欧拉（Euler）关于 ζ (s) 的工作，其中 s 为实变数，

及高斯（Gauss）关于不超过 x 的素数个数 π(x) 的猜想

π (x)  dt
log t2

x

∫ = Li(x),

这是素数分布的中心问题。独立于高斯，勒让德

（Legendre）也对 π(x) 作了猜想

π (x)  x
log x −1.08366

.
 

由于 Li(x)  x
log x −1.08366


x

log x
,
 
所以我们称

π (x)  x
log x

为“素数定理”。素数定理已由哈达马（Hadamard）
与德 • 拉 • 瓦 • 布桑（de la Valee Poussin）于 1896 年

独立地证明了。但人们期望有一个具有精密误差项的

素数定理。可以证明用高斯的猜想公式比勒让德的猜

想公式的误差项要精确得多。在 RH 之下，可以证明

π (x) = Li(x)+O( x log x).

反之，由这个公式也可以推出 RH。所以，这个公式

可以看作 RH 的算术等价形式。由此足见 RH 的极端

重要性了。

然后，卢昌海的文章深入到了 ζ (s) 较近代的重

要研究 ：其实，黎曼的文章中还包括了几个未经严格

证明的命题。除了 RH 之外，都被哈达马与曼戈尔特

（Mangoldt）证明了，只剩下现在所谓的 RH。

命 N(T) 表示 ζ (s) 在矩形 0 ≤ σ ≤ 1，0 < t < T 中

的零点个数，黎曼作了猜想

N(T )  T
2π
log T

2π
.

这个结果已由曼戈尔特证明。命 N0(T) 表示在线段

σ= 1
2，0 < t < T 上， ζ (s) 的零点个数，则赛尔贝格

（Selberg）证明了，存在正常数 c 使

N0(T) > cN(T).

这个结果是非常惊人的。它说明了 ζ (s) 在线段 σ= 1
2，

 0 < t < T 上的零点个数与它在矩形 0 ≤ σ ≤ 1，0 < t < 
T 上的零点个数相比，占有一个正密度。而线段的二

维测度为零。卢昌海还介绍了往后数学家关于 c 的估

计的重要工作：c ≥
1
3  （列文森（Levinson））与 c ≥

2
5（康

瑞（Conrey））。
卢昌海用了相当多的篇幅介绍了 ζ (s) 的非平凡

零点的计算方法与大量的计算结果。

这两方面的成果，大大地加强了人们对 RH 正确

性的可信度。

黎曼 zeta 函数 ζ (s) 与 RH 都是“原型”，有不少

ζ (s) 与 RH 的类似及推广。这些类似与推广都有强烈

的数学背景。

卢昌海的文章中谈到了这个问题，即他所谓的

RH 的“山寨版”与“豪华版”。所谓山寨版，就是

RH 的某种类似，而豪华版则为 RH 的某种推广。

无论是山寨版，还是豪华版，其数学背景都是极其

重要的。

卢昌海介绍了有限域 Fq 上的平面代数曲线对应

的 RH，即每一条满足一定条件的代数曲线都对应于

一个 L 函数，它们的零点都位于直线 σ= 1
2 上。这一

命题已由韦依（Weil）证明，而且韦依对于高维代数

簇的 RH 也作了猜想。这个猜想已由德利涅（Deligne）
证明。这些无疑都是二十世纪最伟大的数学成就之一。

就我所知韦依与德利涅的结果对解析数论就有极大的

推动。例如，由韦依证明的 RH 可以推出模素数 p 的

克罗斯特曼（Kloosterman）和与完整三角和的最佳

阶估计

    
e2π i(cx+dx )/p

x=1

p−1

∑ ≤ 2 p (p  cd, xx ≡ 1(mod p))
,

   
e2π i(akx

k+…+a1x )/p

x=1

p−1

∑ ≤ k p (P  ak ).( p  ak ).

长期以来，对这两个问题都只能得到较弱的估计。又

如命 n(p) 表示模 p 的最小二次非剩余，则由韦依的结

果，布尔吉斯（Burgess）证明了
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