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数学聊斋连载
               

  李尚志

（连载四）

明星做广告的责任
                         ——非欧几何

明星经常做广告。很多人因为对明星的崇拜而相

信明星做广告的产品，踊跃购买。但是，明星做广告

的产品有时候也会被揭发为假冒伪劣产品，甚至是含

有毒成分的食品。这时，有的消费者就会来追究明星

做广告的责任，声称是受了明星的骗才买了这些产品，

要求追究做广告的明星的法律和经济责任。这时候，

明星就会出来大呼冤枉，很多媒体也会出来为明星喊

冤，其理由也振振有词：“明星也是人，不是万能的，

不可能具有鉴别这些产品的专业知识，也不可能花很

多的时间和精力去鉴定这些产品的真伪好坏，怎么能

够保证所做广告的产品的质量，怎么能够对产品的质

量问题承担这么大的责任呢？”

这些理由听起来都很正确。但是，当明星做广告

宣传产品的时候，他们是否也会将这些正确的话讲出

来，提醒消费者不要做出错误的判断呢？是否也会在

将产品吹得天花乱坠的时候也提醒一句：“我们明星

也是人，不是万能的，不可能具有鉴别这些产品的专

业知识，也不可能花很多的时间和精力去鉴定这些产

品的真伪好坏，因此大家不要盲目相信我们的广告词，

应当理性地作出自己的判断。”明星当然不会良心发

现做这样的提醒，唯利是图的广告商更不会允许明星

做这样的提醒。因为，广告商让明星做广告，其目的

就是要消费者相信“明星是万能的，也是不会骗人的，

他们说好的产品就一定是好”。明星之所以能够拿到

高额的广告费，就是因为明星能够让更多的人相信他

们是万能的，相信他们推荐的产品一定是好的。

做广告的时候希望消费者相信“明星是万能的”，

踊跃购买。出了问题又希望消费者相信“明星不是万

能的”，不要追究他们的责任。我们不必与明星和商

人们辩论到底明星万能还是不万能。但是，不用辩论
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也知道：明星不可能既是万能的又不是万能的。如果

明星是万能的，在产品出问题之后就应当追究明星们

的责任。如果明星不是万能的，那就请不要相信明星

的广告，在决定是否购买这些产品的时候独立作出自

己的判断。如果你要坚决作明星的粉丝，相信他们是

万能的，盲目购买他们作广告的产品，那就做好牺牲

自己利益的准备，中了毒也自认倒霉。“明星不可能

既是万能的又不是万能的。”这个简单道理不但可以

用来说明明星做广告应当承担什么社会责任，也可以

帮助我们理解看起来违背常理的非欧几何。

从中学的平面几何开始，学生学的就是欧几里得

几何。其中有一条重要的公理 ：在平面上，过直线 a
外面一点 P，只能作一条与直线 a 不相交的直线 b。
同一平面内这两条不相交的直线 a, b 称为相互平行。

这个公理称为平行公理。由平行公理出发可以推出一

系列几何定理，例如 ：三角形内角和等于平角（180
度），等等。

欧几里得几何还有一些别的公理。例如，过平面

上不同的两点可以并且只能作一条直线。这些公理的

成立看起来都是显而易见的。但是，平行公理似乎显

得复杂一些，不那么显然，似乎可以由别的显然成立

的公理推导出来。于是，就有很多数学家试图用更显

而易见的公理来证明平行公理。经过很多年的努力都

没有成功。很自然，有些人尝试用反证法来证明平行

公理。也就是 ：假定平行公理不成立，假定在平面上

过直线 a 外面一点 P 可以至少作两条不同的直线 b, c 
与 a 都不相交，试图由此推出矛盾。从这个假设出发，

推出了很多看起来荒唐的结论。例如，三角形内角和

小于 180 度，相似三角形必然全等，等等。曾经有很

多人以为：既然否定平行公理之后推出了荒唐的结论，

那就是证明了平行公理。其实这不对。什么叫做荒唐？

他们所说的“荒唐”其实是按欧几里得几何为标准来

作出的判断。比如，三角形内角和为什么一定是 180
度？小于 180 度为什么就是荒唐？其实，“三角形内

角和等于 180 度”比“在平面上过直线 a 外一点 P 只

能作一条直线 b 与 a 不相交”更不显然，凭什么就能

用前者来证明后者的成立呢？如果否定平行公理之后

能推出相互矛盾的结论，那就证明了平行公理的正确

性。反之，否定平行公理之后推出的一大批看起来荒

唐的结论相互不矛盾，可以自圆其说，这些“荒唐”

结论就可以组成另外一个几何体系与欧几里得几何分

庭抗礼。

经过无数的失败，终于有人醒悟过来，意识到否

定平行公理之后得到的一大批看起来荒唐的结论相互

是不矛盾的。俄罗斯数学家罗巴切夫斯基首先在俄罗

斯科学院做报告正式宣布了这一结论，由这些貌似荒

唐却不矛盾的命题组成了一个新的几何体系，称为罗

巴切夫斯基几何。也就是说 ：既可以假设平行公理成

立，过平面上任意直线 a 之外一点 P 只能作一条直线

与 a 不相交，由此推出一系列相互不矛盾的几何定理，

组成欧几里得几何。也可以假设平行公理不成立，过

平面上任意直线 a 之外一点 P 至少可以做两条不同的

直线 b, c 与 a 都不相交，由此推出另外一系列相互不

矛盾的几何定理，组成罗巴切夫斯基几何。这两种几

何都没有矛盾，都可能正确，但不可能同时正确。到

底哪一个正确，不能仅由逻辑推理来判定，需要在现

实的宇宙空间中进行测量来判定。

虽然人们没有在否定平行公理之后推出的一大批

非欧几何定理之间发现矛盾，但没有发现矛盾不等于

没有矛盾。有可能是因为地球人都不够聪明，所以没

有发现矛盾，以后有可能从天上掉下个外星人发现矛

盾。最好的办法是不要等待天上掉下外星人，而由地

球人给出一个证明，说明否定平行公理之后得到的几

何定理相互没有矛盾呢。这样的证明确实给出来了，

但不是直接证明非欧几何定理之间没有矛盾，而是证

明了：只要欧几里得几何没有矛盾，非欧几何就没有

矛盾；如果非欧几何有矛盾，那么欧几里得几何也有

矛盾。如果欧氏几何与非欧几何两者都有矛盾，就什

么几何都没有了。我们只好同意两者都没有矛盾。

按照欧几里得几何，过平面上任一直线 a 之外一

点 P 只能做一条直线 b 与 a 不相交。按照罗巴切夫斯

（非欧几何意义下的）双曲几何里的三角形
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基几何，过 P 与 a 不相交的直线至少有两条，因而有

无穷多条。在逻辑上，还应当有一种可能性：过 P 与

a 不相交的直线只有 0 条，根本就不存在。不过，可

以证明直线 a 之外一点 P 至少有一条直线 b 与 a 不相

交。证明方法是：过 P 作 a 的垂线 PD，如上图。再

过 P 做 PD 的垂线 b。我们断定 b 与 a 不相交。若不然，

设 b 与 a 有交点 E。将直线 a, b 关于直线 PD 做轴对

称变换之后仍分别与 a, b 自身重合，而 a, b 的交点 E
则从 PD 的一侧变到另一侧成为 a, b 的另一公共点 F。
a, b 是过两点 E,F 的两条不同直线，这与“过不同的

两点 E、F 只能作一条直线”的公理相矛盾。为什么

E、F 一定是两个不同的点？这是因为它们分别位于

直线 PD 的两侧。有一条公理说：任一条直线将平面

分成两个不相交的部分。如果将这条公理也去掉，则

直线 PD 两侧的 E、F 有可能是同一个点，就好比在

地球上从中国往东和往西可以到达同一个地点，以上

的证明就并没有推出矛盾。这就得到平行线的第三个

公理：从平面上任一直线 a 之外一点 P 的每一条直线

都与 a 相交。由这个公理推出的结论组成既不同于欧

几里得又不同于罗巴切夫斯基几何——黎曼几何。黎

曼几何并不奇怪：假如将地球表面看成平面，这个“平

面”上任意两点 A, B 连成的最短线 ( 过 A, B 与球心

所作平面与球面的交线 ) 看成直线，这它们满足平面

与直线的相关公理，并且任何两条这样的“直线”都

相交。

以上三种几何都没有矛盾，其中哪一个在现实的

宇宙空间中成立？科学家们似乎更偏向于黎曼几何。不

过，在小范围的宇宙空间中，罗巴切夫斯基几何与黎曼

几何近似地等同于欧几里得几何，正如地球表面的球面

在小范围内近似地等同于平面。这个“小范围内的宇宙

空间”有多小？在太阳系甚至银河系范围内都不会有显

著误差。生活在地球上的人们可以大胆使用欧几里得几

何而不用担心有明显的误差。不过，这三种几何虽然是

为研究几何空间发明出来的，却还可以用来描述很多别

的事物。正如现实的空间虽然是三维的，四维或更高维

数空间的几何和代数知识仍然可以用来研究现实世界中

由 4 个或更多个参数决定的系统。

房价何时过千万 ?
             ——等比级数的中国故事

数学教材和科普读物，讲到等比数列的时候都喜

欢讲一个故事：

印度一个聪明人为国王发明了国际象棋。国王非

常高兴，问这位发明人想要什么奖赏。并且答应：“你

要什么我就给什么。”发明人回答：“请按国际象棋

的 64 个格子给我奖赏：第一个格子给我一粒麦子，

第二格给两粒，第三格给 4 粒。依此类推，每个格子

给我的麦粒数是前一个格子的两倍。64 个格子给完

了，就是我所要的全部奖赏。”

国王想，他所要的麦子不多呀。从 1 粒麦子开始，

实在很少。每次两倍，也不多。64 个格子也不算多。

经过计算，这些麦子的总数 264-1 是一个 20 位的整数。

这些麦子的总量比全世界生产的麦子都多，可以从地

球一直堆到太阳。国王给不出这么多麦子。

这个故事的中心思想是要说明：随着指数 n 的增

长，指数函数 2n 的值增长得多么快。用这样一个有

趣的故事来普及数学知识，当然很好。但这个故事讲

了很多年了，老掉牙了，不新鲜了。而且是古代的外

国的，离我们的生活太远。并且，我怀疑这并不是真

人真事，可能只是古代外国的聪明人创作的一个虚拟

故事，一个寓言，来说明指数增长的惊人速度。双曲几何里的坐标系

D
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要得出明确的答案，需要知道现在的房价是多少。

稍加调研就可以知道这个数据。例如，北京现在的房

价大体上是每平方米 3 万元。不过北京的房价控制目

标不是每年增长 10%，而是“稳中有降”，也就是控

制在 0%，与这个习题的条件不吻合。在那些将房价

控制目标定为 10% 的省市，将现在的房价按每平方

米 1 万元计算，大体上符合实际。

有人会认为：从 1 万元开始每年上涨 10%，就

是每年涨 1 千元。10 年涨 1 万元，经过 9990 年上涨

999 万元达到 1000 万元。9990 年太久，现在可以不

必考虑。

只要懂得一点中学数学甚至只要学好了小学数学

的人都知道以上的算法是错误的。从 1 万元开始每年

上涨 10%，第一年确实是涨 1 千元。随着房价的持续

上涨，10% 也就越来越多。当房价涨到 10 万元时，

下一年再涨 10% 就是涨 1 万元而不是涨 1 千元。因

此，每年上涨 10% 并非“涨幅稳定”，而是越涨越猛。

如果真的每年只涨 1 千元，那就不是“涨幅稳定”而

是“涨幅持续回落”了。

正确的计算方法很简单：每年涨 10% 就是变成

前 1 年的 1+10%=1.1 倍。现在是 1 万元，n 年之后就

是将 1 万元连乘 n 个 1.1，达到 1 万元 ×1.1n. 这是 n
的指数函数。利用计算器容易算出

1.125=10.8347,  1.149=106.7190,  1.173=1051.1532。

也就是说：25 年之后超过 10 万，49 年之后超过 100
万，73 年之后超过 1000 万。

25、49、73 这几个数不是凑出来的，而很容

易利用中学数学知识算出来。算法如下：先算多

少年可以涨到 10 万元，也就是求方程 1.1x =10 的

解。两边以 10 为底取对数得 x lg1.1=1，那么 x=1/
(lg1.1) ≈ 24.16。因此，涨到 10 倍只需要 24.16 年，

经过 24.16×2=48.32 年涨到 10 万元的 10 倍，就是

100 万元。经过 24.16×3=72.48 年涨到 1000 万元。

这个结果似乎太离谱了。房价真的会涨到每平方

米 1000 万元吗？数学上算出来正确的结果当然是真

类似的例子还不少，例如，为了说明立方倍积的

尺规作图问题，就创作了上帝托梦让人们将正方体神

坛体积扩大一倍来免除瘟疫的故事。为了说明斐波那

契数列，就创作了养兔子的故事。

虚构有趣的故事来普及科学知识，可以说是一种

好的教学方法。但也不能过分。如果书上的应用题和实

例全部都是虚构的，没有一个真的，就给学生一个印象，

科学的应用都是假的，没有真的。例如，鸡兔同笼问题，

让学生通过鸡和兔子共有多少个头多少只脚来计算鸡兔

各有多少只，学生就会想：既然已经看见笼子里的鸡和

兔，直接数清楚鸡和兔有多少只就行了，何必数头数脚

瞎折腾 ? 在我的教学实践中，发现很多学生确实认为数

学的应用都是假的没有真的，向农民买菜计算价钱只需

要加减乘法，总不至于用到微积分吧？

有没有真实的、生动的、发生在我们身边、与我

们的生活密切相关的中国故事可以取代国际象棋发明

者的故事，同样能说明指数函数的快速增长呢？下面

就是一个：房价飞速上涨，让中国的房地产商开心，

老百姓们关心。中央政府采取严厉措施控制房价，各

省相应地提出了具体的控制房价措施和目标。很多省

制定的控制房价的奋斗目标是：房价涨幅控制在 10%
以内。这就提供了一个很好的数学习题：

习题：假定房价每年上涨 10%，多少年之后上

涨到每平方米 1 千万元？

等比级数的形象例子
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的：如果将房价上涨率控制到 10% 的目标确实能够

实现并且维持下去，经过 25 年、49 年、73 年，房价

真的要达到每平米十万、百万、千万。

反之，如果房价上涨率的控制指标不能实现，房

价又会变成多少呢？由于 10% 的房价“控制指标”

不是在中央政府鼓励房价上涨的情况下制定出来的，

而是在严厉限制房价上涨的情况下制定出来的，是

制定者很不情愿被迫让步到的最低线，实际执行结

果很可能更高而不是更低，可能是 20%、30% 甚至

50%，房价达到千万实际上就不需要 73 年，只要 39
年或者 27 年甚至 17 年就能提前实现。

也有可能出现另一种情况：房价连续若干年保持

了每年 10% 或更高的增长率达到了十万，中央政府

采取更严厉的限制房价措施将增长率控制到 10% 之

下 , 就有可能让房价不会涨到百万或者千万。比如，

房价从 10 万开始每年只涨 1 万而不是每年涨 10%。

按照电视台经常广播的科学术语，这叫做“涨幅持续

回落”。很多老百姓听不懂这个术语：明明是持续稳

定上涨，怎么是回落呢？其实，“持续稳定上涨”与

“涨幅持续回落”两者并不矛盾。从某年的 10 万涨

1 万变成下一年的 11 万，涨幅是 1 万 /10 万 =10%。

再从 11 万涨 1 万变成更下一年的 12 万，涨幅是 1 万

/11 万 =9.09%。从 10% 变成 9.09%，涨幅确实回落了。

以后随着房价越来越高，每年涨的 1 万元所占比例越

来越小。具体计算结果是：房价从 10 万依次涨到 11, 

12, 13, 14, 15, …万，涨幅依次是 10%, 9.09%, 8.33%, 
7.69%, 7.14%, …。这确实是“涨幅持续回落”。

中国人创造的这个真实例子，足以生动形象地说

明指数增长之快速，比起那个子虚乌有的印度故事的

教学效果肯定好得多。

让我们想一想：既然国际象棋发明者预先知道国

王不可能拿出这么多的麦子来奖赏他，为什么要提出

这个离奇的要求 ? 恐怕也就是要炫耀自己的聪明。殊

不知，炫耀自己的聪明也就是显示国王的愚蠢，很有

可能国王会把他杀了。这个聪明人懂得指数增长之快

速，在数学上确实聪明，但却有可能因显示自己的聪

明而丢掉了性命，就象三国演义里的杨修在曹操面前

卖弄自己的聪明丢了性命一样，政治智商其实很低，

只能说是一个书呆子而不是聪明人。有一种说法是这

个发明者是国王的宰相，我觉得这样的书呆子只能当

发明家而不可能当宰相。相反，制定 10% 的“房价

控制目标”的这些中国人比那个印度发明家聪明得多：

他们制定了一个看起来很低的指标，不但没有丧命的

风险，连挨骂的风险都没有。很多年来我们的中学用

那个印度书呆子的故事来教等比数列，教出了一代又

一代的中学毕业生，只会应付高考，却不明白“房价

持续上涨”可以叫做“涨幅持续回落”，说明这样的

中学数学教育其实是失败的。如果用制定 10% 涨幅

的中国聪明人取代那个印度书呆子来作为等比数列数

学教学的主角，教学效果一定会好得多。

出生 8 年才第一次过生日

很多动脑筋急转弯的书上都有这样一个问题 : 有
人出生 4 年之后才第一次过生日。这是怎么回事 ? 

这个问题的答案不难：他是在闰年的 2 月 29 日

出生的。比如在 2008 年 2 月 29 日出生，以后连续三

年 (2009，2010，2011) 都不是闰年，2 月都只有 28 天，

没有 29 日，要等到 4 年之后的 2012 年 2 月 29 日才

第一次过生日。

可是，如果我们说有人出生 8 年之后才第一次过

生日。你相信吗？ 等比级数的求和
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如果你了解闰年的规则，就知道出生 8 年之后才

过第一次生日也是可能的：他在 1896 年 2 月 29 日出

生。不但出生之后的连续三年 (1897，1898，1899)
不是闰年，而且第四年 1900 年也不是闰年，都没有

2 月 29 日，再后面的三年 (1901，1902，1903) 也不

是闰年，直到他出生之后的第 8 年 1904 年才是闰年，

1904 年 2 月 29 日才第一次过生日。

闰年的规则是：如果年份数是 4 的倍数而不是

100的整数倍，那就是闰年；如果年份数是 400的倍数，

那也是闰年。在其余的情况下，或者年份数不是 4 的

倍数，或者年份数是 100 的倍数但不是 400 的倍数，

那就不是闰年。

为什么要有这样的规则？我们知道，一年就是地

球绕太阳公转一圈的时间。一天是地球一昼夜的时间。

平均起来，一年等于 365.2422 天。在制定历法时，

只能让一年的天数是整数，最接近一年的当然就 365
天，所以只能规定一年 365 天。但这样一来，每年就

少了 0.2422 天，由 1/0.2422 = 4.12882 知道：差不

多每 4 年就少了一天。因此每 4 年就补充 1 天。历法

规定：如果年份数是 4 的整数倍，就在这一年的 2 月

份末尾补充 1 天，就是 2 月 29 日，这一年就称为闰年。 

但是，每 4年少的天数实际上是 0.2422×4=0.9688，
每 4 年补充 1 天其实是多补了 1– 0.9688=0.0312 天。 
经过 1/0.0312=32.0513 个闰年之后，就多补了 1 天，应

当将这 1 天扣除，也就是扣除一个闰年。每 4 年闰一次，

经过 32 个闰年就是 4×32=128 年。这 128 年本来应当

有 32 个闰年，应当扣除 1 个闰年，只保留 31 个闰年。

如果规定每 128 年扣除 1 个闰年，这样的规定不

容易记忆，使用起来不方便。 所以采用了另一个方法：

以 400 年为单位来计算闰年的天数。400 年包含 3 个

128 年零 16 年。3 个 128 年应当去掉 3 个闰年。因

此，现行的历法规定，在这 400 年中，年份数是 100
的倍数的 4 个闰年中，只保留其中是 400 的倍数那一

年仍然作为闰年，将其余 3 个去掉，也就是将年份数

是 100 的倍数但不是 400 的倍数的 3 个闰年去掉。

400 年除了包括 3 个 128 年之外还剩 16 年没有

加以考虑。经过 128/16=8 个 400 年之后，积累起
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128 年，从这 128 年的闰年之中应当再扣除 1 个。8
个 400 年也就是 3200 年。不过，人类迄今为止使用

公历的历史还远不到 3200 年。而且，真的经过两三千

年之后地球的转动速度也可能还会有微小的变化，一年

是否仍等于 365.2422 天尚不清楚，所以现在去考虑那么

遥远的未来的事情还为时过早，到时候自然会有办法。


