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分方程、曲线和曲面的微分几何、变分法、复变函数论、

初等数论、概率论、函数逼近法、实变函数论、线性代数、

非欧几何、拓扑学、泛函分析、抽象代数等。这套名

著抓住这些分支学科的最基本的思想，深入浅出地通

俗介绍这些学科的研究方法。这套书被译成中文后受

到普遍欢迎，多次再版，可以说影响了国内整整一代

数学家的成长。我们可以看到，这套书给出的这个近

代数学分支学科的基本框架实际上就是以后几十年为

大家所熟悉的大学数学专业的课程体系。它大致反映

了数学这个学科从 18 世纪到 20 世纪初期的发展进程

和主要成就。

时代发展到今日，虽然这套书对于数学专业本科

生的教育还有一定的作用，但对于研究生阶段学习的

现代数学来说，显然已经不够用了。令人高兴的是现

在已经有了一个很好的替代读物。由美国普林斯顿大

学出版社在 2008 年出版的《普林斯顿数学指南》[2]（The 
Princeton Companion to Mathematics ，以下简称《指南》）

是一本帮助现代数学初学者的综合普及类工具书。这

本书的篇幅厚达一千多页。它不同于一般百科辞典的

地方是 ：尽量用通俗浅显的语言和历史途径法 [3] 来深

入浅出地讲解现代数学中一些最基本的思想和方法（而

不是面面俱到地给出所有数学名词的解释），以及现代

数学想要解决的主要问题，并且在讲解的时候适当地

降低数学表述的准确度。这样就很好地满足了学生们

释疑解惑的需要，同时也改变了人们“现代数学不大

可能通俗介绍”的想法。

这本《指南》总共包括“（一）引言”、“（二）现

代数学的起源”、“（三）数学概念”、“（四）现代数学

的分支”、“（五）定理与问题”、“（六）数学家”、“（七）

数学的影响”和“（八）看法与建议”等八个部分。其

中第一部分和第八部分是用平易的语言向学生介绍现

代数学大致包含的内容、研究数学所要达到的目标以

及对于学习现代数学的建议，第二和第六部分简要介

绍了数学发展的历史以及重要数学家的生平，第七部

分则非常全面地介绍了数学对自然科学和社会科学的

20 世纪是数学飞速发展的世纪，尤其是在 20 世纪

的下半叶，数学知识出现了前所未有的大爆炸。如今

的现代数学真正成为了人类知识领域中最博大精深的

一个，其抽象与艰深的程度登峰造极，这对任何学习

现代数学的人们来说都是巨大的挑战。

回想五十多年前，前苏联一批数学家为了普及近

代数学知识，为当时的学生撰写了一套三卷的名著《数

学——它的内容、方法和意义》[1]。这套书主要是讲在

18 与 19 世纪中形成的近代数学，它分章通俗介绍了以

下 17 个分支学科，包括数学分析（即微积分）、平面

与空间解析几何、代数方程理论、常微分方程、偏微

现代数学主要分支学科的通俗介绍
──读《普林斯顿数学指南》

陈跃

《普林斯顿数学指南》获得 2011 年美国数学协会欧拉图书奖
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各种应用和影响。整本《指

南》最重要的部分当然是

介绍现代数学各主要分支

学科的第四部分，而第三

和第五部分则是进一步解

释第四部分所涉及的一些

现代数学最基本概念和最

重要定理的具体内涵。

《指南》的第四部分

在介绍现代数学的各主要

分支学科时，按照 20 世纪

现代数学历史发展的主要

线索，力求通俗地介绍现

代数学各主要分支学科所

要解决的问题和一些具有

代表性的成果。为此《指

南》尽量减少使用高深的

专业术语，并且选取对解

决研究生专业基础课教学

难点有帮助的历史素材和

至关重要的思想方法，努

力还原被擦去的数学家“走

过的痕迹”。不过，在《指南》

第四部分极其有限的三百

多页的篇幅内，只能对现代数学各主要学科中极少的

基本内容来进行解说。

在现代数学众多的分支学科中，《指南》着重强调

了数论、代数几何、拓扑学、表示论等基础分支学科

的重要性，这是特别值得我们注意的。根据 20 世纪数

学发展的主要潮流和在未来的发展前途，该书认为现

在的学生应该着重学习的现代数学分支学科依次为 ：

代数数论、解析数论、计算数论、代数几何、算术（代

数）几何、代数拓扑、微分拓扑、参模空间、表示论、

几何与组合群论、调和分析、偏微分方程、广义相对论、

动力系统、算子代数、镜像对称、顶点算子代数、代数

组合学、概率组合学、计算复杂性、数值分析、集合论、

逻辑与模型论、随机过程、概率模型和概率模拟等 26
门分支学科。这与目前我们国内对现代数学分支学科

的划分与强调有不小的差异。我们比较重视让学生学

习偏微分方程、计算数学、泛函分析、微分几何等比

较传统经典的学科。但是另一方面，对数论、代数几

何以及拓扑学等主流的基础学科，我们缺乏必要的关

注与投入。这其实也是导致我国基础数学研究水平还

处于较低层次的一个主要原因。例如目前在国内上百

所设置了数学专业的高校中，只有个别几个学校能够

开设基础的代数几何课程，而

我国迄今为止由国内学者写的

代数几何基础的中文教材只有

一本 [4]。

《指南》对于现代数学主

要分支学科的这种强调的重要

意义在于 ：它能帮助现代数学

的初学者拓展学习的视野，从

整体上了解日趋统一的现代数

学的来龙去脉，为以后的学习

与研究打下坚实的基础，并且

能够从浩如烟海的数学文献中

辨别出现代数学进一步发展的

可能方向。

以下仅对《指南》第四部

分中位于前面的一部分现代数

学基础分支学科的内容作一些

简要的分析与说明。

代数数论 代数数论是一门

运用抽象代数的方法来研究代

数数域和代数整数环的算术性

质的分支学科。《指南》按照数

论发展的历史途径，从古典的

二次无理数逼近问题逐步引入

二次代数整数环的概念，然后直接讨论其至关重要的

唯一分解问题，这是因为在历史上试图证明费马大定

理而导致人们关注这一重要问题。为了弄清楚影响唯

一分解性质的障碍，《指南》用具体的计算例子介绍了

高斯的重要发现 ：即可以用二元二次型来度量二次代

数整数环是否具备唯一分解的性质，以及如果不具备

的话在何种程度上具备。由此引入戴德金非常基本的

理想概念，它可以将二元二次型所涉及的繁琐计算逐

步转化为理想的运算，并且还能非常自然地形成理想

类群和理想类数这两个更抽象的概念，以便于用来衡

量是否具备唯一分解性质。《指南》详细介绍的另一个

衡量唯一分解性质的工具是经典的椭圆模函数，它在

某些代数整数上的取值也是代数整数，这就引出了克

罗内克希望的将某些他感兴趣的代数数表示成某些解

析函数的值的“青春之梦”，也就是将代数数论与经典

代数几何统一起来的梦想。这个梦想实际上也就是后

来现代代数几何产生的萌芽，并且随着群表示论的加

入，最终导致产生了庞大的 Langlands（朗兰兹）猜想（或

Langlands 纲领）。

解析数论 与代数数论关注不定方程的精确解不同，

解析数论着重于研究如何获得数论函数的好的近似，为

《普林斯顿数学指南》主编 Timothy Gowers 是剑桥

大学教授，1998 年菲尔兹奖获得者
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此必须要运用分析中函数逼近的方法。《指南》从详细

介绍由高斯发现的估计素数个数上界的素数（分布）定

理开始，先推导出欧拉运用整数的唯一分解性质而得到

的经典的欧拉乘积公式，从中通过复变函数解析延拓的

方法产生了著名的黎曼 ζ 函数。再用阶梯函数的技巧

具体给出了素数（分布）定理与黎曼 ζ 函数的零点之

间的奇妙联系，由此看出研究黎曼 ζ 函数的重要意义，

并进一步引导出了有关黎曼 ζ 函数零点分布的黎曼猜

想。接下来，《指南》介绍了与素数（分布）定理类似

的估计模 q 与 a 同余的素数个数的问题，从中自然地引

出了与黎曼 ζ 函数相似的重要的狄里克雷 L- 函数，这

时也有相应的“广义黎曼猜想”。此外《指南》还讲了

椭圆曲线的 L- 函数及其基本性质，并且指出 ：出现在

算术（代数）几何中的各种 L- 函数的系数可以用来描

述满足某种模 p 方程的点的个数，而后来的 Langlands
纲领则是寻求对于这些联系的更深入的理解。

代数几何 依 I.R.Shafarevich（沙伐列维奇）的观

点 [5]，代数几何在 20 世纪现代数学的发展历史中占据

着一个比较中心的位置。这是因为在 20 世纪基础数学

各主要分支学科的发展过程中，代数几何所起的推动

作用最大。抽象代数、代数拓扑与微分拓扑、整体微

分几何以及分析中许多重要的理论都是因代数几何的

需要而提出的，同时代数几何也将分析、拓扑和几何

中的许多基本概念抽象提升到了更高的层次，所以说

代数几何是 20 世纪数学统一化的一个主要源动力。在

大多数 20 世纪现代数学重大进步（例如获得菲尔兹奖

和沃尔夫奖的工作）的背后，总能看到代数几何的影子。

代数几何最早起源于在 17 和 18 世纪牛顿和 Bezout（贝

朱）等人关于平面代数曲线的研究工作。到了 19 世纪

上半叶射影几何登场后，才开始出现关于曲线和曲面的

初步的代数几何理论。然后黎曼在研究阿贝尔积分理论

的过程中提出了内蕴的黎曼面概念和代数函数的理论，

打开了通向现代代数几何的大门。在这之后，分析学派、

几何学派和代数学派分别用他们自己的语言进一步发

展了这门不同寻常的学科。一直要等到 20 世纪的中叶，

当整体微分几何、多复变函数、抽象代数，以及拓扑

学得到充分的发展后，A. Grothendieck（格罗腾迪克）

才能在这几个学派工作的基础上，用更精确的交换代

数与同调代数工具、更先进的几何与拓扑思想将经典

的代数簇理论推广成适用面更广的概形 (schemes) 理论，

从而将代数几何打造成一个将几何、分析和代数统一

起来的极其完美的理论体系，促进了 20 世纪下半叶基

础数学的大发展。《指南》在介绍代数几何时，首先指

出代数几何的主旨是将几何问题转化为代数问题来做，

反过来也可以在解决代数问题的时候运用几何的想法。

例如虽然多项式方程组很难求解，但是一旦为其赋予

了一个对应的几何图景，就能够获得定性的理解，这

样就为下一步取得定量的解答创造了有利条件。因此

代数几何这门学科实际上就意味着几何与代数的完美

统一。《指南》接着用直观具体的简单例子详细解释了

代数簇的概念，包括曲线、曲面、三维代数簇等基本

概念。《指南》在这里不仅粗略地指出什么是概形，甚

至还罕见地解释了轨形 (orbifolds) 和代数堆 (stack) 等

高度抽象概念的大致含义。《指南》还接着讲解了最基

本的 Bezout 定理、零点定理、相交重数和维数的概念，

以及奇点分解的初步理论，并且用一种比较简单的取

商轨形的方法给出了椭圆曲线参模空间 (moduli spaces)
的初步概念，这个空间中的每一个点都对应了一条椭

圆曲线。

算术（代数）几何 这门学科是代数几何与代数数

论相结合而产生的交叉学科 [6]。除了介绍一些重要的

经典算术（代数）几何问题，《指南》在这里着重讲解

了抽象的概形概念。为此，《指南》从最经典的初看上

去与几何毫无关系的丢番图不定方程入手，用一种简

单的比喻方法解释了如何将代数簇的几何研究转化为

对相关坐标环的代数研究（例如不可约簇对应于整环）。

代数研究的好处是可以将有关结果进一步推广到更一

般的情形，目标是实现人们长久以来希望的将代数几

何与代数数论统一起来的梦想。由于不是每个环都可

以成为代数簇的坐标环，那么为什么不能发明一种广

义的几何对象，使得每一个环都可以成为这种广义几

何对象的“坐标环”呢？而这种新的几何对象就是著

名的概形。在概形上，可以用精细的纯代数的方法来

研究各种抽象的几何性质，这样就为解决一批重要的

经典问题开辟了道路。

代数拓扑 拓扑学是现代数学中比较年轻的学科，

代数拓扑的方法是运用抽象代数的工具，赋予每个拓扑

空间一些同胚不变量，例如拓扑空间的“洞的个数”等。

在现代数学中之所以要大量使用抽象的拓扑学方法的

主要原因是由于研究高维抽象几何空间整体问题的需

要。《指南》按照拓扑学发展的历史途径，先解释了在

19 世纪末，以“三体问题”为代表的一批经典的数学

物理问题因为无法求出精确解，只能转而考虑定性的

拓扑解。然后仔细地讲解了连通性、相交数、基本群

与同伦、高维的同伦群、同调群、上同调群、上同调环、

向量丛和示性类等拓扑学中最基本的概念。该书还用比

较直观的方法讲述了同调群和上同调环的计算，特别是

重点介绍了经典的球面同伦群的计算问题，以及用历

史上著名的 Hopf（霍普夫）纤维丛来说明上同调环的

用处。而为了对光滑流形进行分类，就需要研究它们
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的切丛（例如是不是平凡的），这就引出了衡量向量丛

是否平凡的示性类理论。在三种示性类中，最具重要

性的当然是描述复向量丛是否平凡的陈（省身）示性类。

此外《指南》还进一步介绍了在 20 世纪中叶由代数几

何的研究中引发出来的更一般的同调理论——K- 理论

的基本思想及其用处。

微分拓扑 《指南》在这里重点介绍了微分拓扑中

非常重要的微分流形的分类问题。先讲比较简单的 0
维、1 维和 2 维流形。而对于比较复杂的 3 维流形，《指

南》仔细解释了 Thurston（瑟斯顿）的工作，即用八种

几何结构来对 3 维流形进行分类。接下来简单介绍了

Freedman（弗里得曼）、Donaldson（唐纳森）和 Witten
（威顿）等人关于 4 维流形的著名工作，以及高于 4 维

的流形的研究状况。不仅如此，《指南》还简要讲解了

Hamilton（哈密尔顿）和 Perelman（佩雷尔曼）如何利

用偏微分方程和黎曼几何的工具成功解决庞加莱猜想

问题的大致过程。值得我们注意的是《指南》实际上

将整体微分几何和几何分析也纳入到了微分拓扑的范

畴中，这说明用整体微分几何与偏微分方程的方法研

究微分流形上的整体几何性质，其目标指向了微分拓

扑，由此我们也可以将拓扑学看成是更抽象的现代意

义上的几何学。

参模空间 参模空间的方法是一种用于许多几何与

拓扑对象分类问题的强有力方法。它试图从整体的视角

来研究某种数学对象，这种想法自然是来源于代数几何

中用一个代数簇来刻画一整类几何对象的做法。传统的

方法是先通过某些特定的几何结构的计算（例如度量）

来获取拓扑不变量，然后再设法证明这种计算与所选

取的几何结构无关。而参模空间的新方法则是同时对

所有的这种类型的几何结构进行计算，如果能证明相

关的收敛性，则所获得的结果自然就不依赖于特定的

几何结构。这种思想方法不仅在当代理论物理学的弦

论（string theory）中得到了许多应用，而且微分拓扑

中的 Donaldson 理论和 Seiberg-Witten（塞伯格 - 威顿）

理论，以及应用于计数几何 (Enumerative Geometry) 和

辛流形拓扑的 Gromov-Witten（格罗莫夫 - 威顿）理论，

还有费马大定理的证明和 Langlands 纲领等，也都要用

到参模空间的方法，例如重要的模形式和自守形式就

是参模空间上的函数。《指南》从讨论射影平面上通过

原点的全体直线组成的最简单的参模空间开始，将其

归结为一个线丛，这样就可以用示性类来找出有关的

拓扑不变量。接下来《指南》用比较多的篇幅重点介

绍了曲线的参模空间问题。为了更好地研究曲线的分

类，需要研究与其密不可分的内蕴紧黎曼面的分类问

题。但是如何将具有同一亏格的全体紧黎曼面组成一个

包含丰富几何内涵的参模空间（例如成为一个复流形），

是一个十分复杂的问题。对于亏格为1的椭圆曲线全体，

通过运用现代几何中纤维丛的思想方法，将每个黎曼

面与复上半平面上的点联系起来，再对一个相关的群

作用取商，就得到了椭圆曲线的参模空间，从而实现

了按照全纯同构等价对椭圆曲线进行分类的目标。此

外《指南》还介绍了亏格为 g 曲线参模空间的更复杂

的构造方法，及其与雅可比簇、阿贝尔簇的联系。

编者按 ：截至本文完稿时，The Princeton Companion to 
Mathematics 一书的英文影印本尚未在国内正式出版，

此书的中译本据悉目前正由武汉大学前校长、数学家

齐民友教授翻译。
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