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数学聊斋连载
               

有一次与几名中国学者和两名俄罗斯数学家一起吃

饭。吃到后来照例问一个问题：吃什么主食？于是用英文

问：“Rice or noodle ? ”（米饭还是面条？）谁知这两位俄国

人听不懂“noodle” ( 面条 ) 这个词。几个中国人用手比划

了好一会儿还是没能让他们搞懂。我急中生智地说：“Rice 

is zero-dimensional, but noodle is one-dimensional.”（米饭是

零维的，面条是一维的。）不愧是数学家，两位马上就懂了。

维数是数学上常用的概念，点的维数是 0，线的维数是 1，

面的维数是 2，立体的维数是 3。说米饭是“零维的”，就

是说它可以看成一个一个孤立的“点”组成的，说面条是

“一维的”， 就是说它是一条一条的线。依此类推，  “飞饼”

很薄，厚度可以忽略不计，可以认为是二维的；馒头自然

就是三维的了。当然，严格说起来，米饭、面条、飞饼都

是三维的。 

说起维数，还有一件有趣的事：1969 年我第一次路

过重庆，那时的公共汽车非常拥挤。有人形容这是“把

人挤成照片了”。人是三维的物体，被挤成二维的照片，

虽然太夸张了一些，但将拥挤的程度形容得活灵活现。

人是三维的物体，体积不为 0。挤成二维的照片，

体积就变成了 0。行列式也是这样：三阶行列式表示平

行六面体的有向体积，如果其中有某两行相等，就是说

平行六面体的三条相邻的棱中有两条重合，平行六面体

退化成平面图形，也就是被“挤成照片”了，体积变成 0。

类似地，二阶行列式表示平行四边形的有向面积，如果

两行相等，“平行四边形”的相邻两边重合，平行四边

形退化为一条线段，面积为 0。一般地，n 阶行列式可

以想象成一个 n 维立体的 n 维体积，如果它有某两行相

等，“n 维立体”退化为 n-1 维或者更低维数的图形，“n

维体积”当然就等于 0。

  李尚志

从左至右 ：0 维是一点 , 1 维是线 , 2 维是一个长和宽 ( 或曲面 ), 3 维是 2 维加上高度形成体积面

（连载二）

人挤成照片之维数变化
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小时候看电影，看见电影中的人物轻轻一跳就上了房

顶，觉得演这些人物的演员真是了不起。世界跳高记录也

只有 2 米多一点，还不如这些演员跳得高。于是就想：如

果这些演员到国际上参加跳高比赛，不就可以打破世界跳

高纪录并且拿到世界冠军了吗？

后来知道了这些演员并不能从地上跳到房顶上，电影

镜头可以通过特技来实现。比如说可以让演员从房顶往下

跳到地面，将往下跳的过程用电影胶片拍下来，将拍得的

胶片颠倒顺序由后往前放映，看到的效果就是从地面往上

跳到房顶了，甚至可以从水中往上跳到跳板上。数学中像

这样“倒过来放映”的事情也不少。

比如，如果已知运动物体的路程对时间的函数关系

)(tSS = ，求导数就可以得到速度函数 )(tSV ′= ，这比较容易。

反过来，要由速度 )(tSV ′= ，求路程 )(tSS = ，就要做定积分，

也就是要将所经过的时间划分成许许多多很短的时间间隔，

在每一小段时间内将物体的运动近似地看成匀速运动求得一

小段路程，将各段路程相加得到总路程的近似值，再让各时

间间隔长度趋于 0，求极限得到总路程的准确值。但是，这

样太困难，就好像从地面跳到房顶那样困难。我们也可以化

难为易，采用“从房顶往下跳”、再“倒过来放映”的方法，

找到一个函数 )(tF 使得由它（通过求导数）得到的速度函数

)(tFV ′= 正好等于预先已知的 )(tfV = ，这样就可以比较容易

得到所需的 )(tFS = 。这样的 )(tF 称为 )(tf 的原函数。通过这

样“倒过来放映”的方法求定积分，这就是微积分基本定理。

另一个例子是由数列的通项公式 )(na 求前 n 项之和 

)(nS 。比如，已知 2)( nna = 求 )(nS ，也就是求前 n 个正

整数平方和公式。中学数学中将这个公式作为数学归纳

法的证明的例子来讲。但这个公式很难想出来，就好像

从地面跳到房顶上那么难。反过来，如果已知数列的前

n 项和的公式 )(nS 反过来求通项公式 )(na ，就很容易：                                                                                                                                               

比从房顶跳到地面还容易。能不能用“倒过来放映”

的方法，设法找一个 )(nS 使它求出的通项

 

正好等于已知的 2)( nna = ? 容易发现，当 )(nS 是 K 次多项式

时， )1()( −− nSnS 是 1−K 次多项式。因此考虑三次多项式                                                                                                                                                
ncnbnanS ++= 23)( 很容易通过解方程求得待定系数 ,,, cba  

使得

 

问题就迎刃而解了。
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2)1()( nnSnS =−−

)1()()( −−= nSnSna

L,3,2=n)1()()( −−= nSnSna)1()1( Sa =      ，                 ，

飞檐走壁之电影实现 

                   —— 微积分基本定理

函数 cxxxF +−= 23)(
23

的梯度场。虽然三条曲线相差
常数 , 但它们在同一个 x 处的导数是一样的。
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算 24, 是很多人都知道的一种用扑克牌玩的游戏。每

张牌代表一个的正整数。( 为了简单起见，可以将大小王

去掉，并约定 J, Q, K 代表 10，A 代表 1。) 参加游戏的 4

个人每人出一张牌，4 张牌就代表了 4 个正整数。四个人

就开始竞争，看谁最先将这 4 个正整数通过加减乘除算出

24 来，而且每个整数恰好用一次。所用的数学知识虽然

只是简单的算术，但要算得又快又正确也不容易。并且还

有很多难题出现。

例如，如果 4 个数是 1, 1, 1, 1，你能算出 24 吗 ? 这个

题目很难，所有的数学家都算不出来。你会不会因此而拼

命地算这道题，希望有朝一日将这道题算出来，将所有的

数学权威都打倒？只要你具有一点算术常识，就能看出用

四个 1 按上述规则算出 24 是不可能的。因此你也不会白

费力气去算这道“难题”。这不是难题，而是不可能问题。

其实，现在有很多“民间数学家”拼命想解决的问题，比

如用尺规作图三等分任意角、找出 5 次以上的一般代数方

程的求根公式等等，也和这个问题一样是不可能问题。只

不过这些问题的不可能性不容易看出，而是前辈数学家用

较高深的数学知识才证明出来的。不过，既然已经证明了，

就不再是难题，而是已经解决了的问题。

又例如，4 个数是 5, 5, 5, 1，让你算 24， 你能算出来吗？

还有，如果 4 个数是 3, 3, 7, 7，或者 4, 4, 7, 7，或者 3, 3, 8, 8，

你能算出来吗？也许，经过努力之后你仍然算不出来，于

是你相信它们都是不可能算出的。不过，如果你看见这样

的答案：                                                                                                                                   

就知道用 5, 5, 5, 1 算 24 不是“不可能问题”，至多只能算

是一个“难题”。其实，这个难题也不太难。只要你解除

思想束缚，不要求中间每一步的计算结果都是整数，而允

许出现分数，就能自己凑出答案来。不过，这样“凑出来”

的答案让人感到是偶然的巧合。能不能有一个更自然的思

考方法呢 ? 

先用 5, 5, 1 算出 24 ： 5×5—1=24。还剩下一个 5 没有

用上。我们 5×5—1 进行恒等变形，利用乘法对于加法的

分配律将两项的公因子 5 提到括号外：

这样既保持了答数 24 不变，又将算式中两个 5 变成了右

端的 3 个 5。

你不妨自己试一下，用类似的方法用 4 , 4 , 7, 7 或3 , 3 , 7 , 7

算24。3, 3, 8, 8 稍微不同 ，但也可以用同样的思路解决 。                                   

)833()83(42 −×÷×= ,分子分母同除以 3得：

当然，这个游戏两个人也可以玩。

( ) 425155 =÷−×







 −×=−×=

5
15515542

( )383842 ÷−÷=

算 24 之不可能问题与难题

你能用上面两幅图中的四张扑克牌算出 24 吗？
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1970 年我从中国科大数学系毕

业，被分配到川陕交界的大巴山区

教公社小学附设初中班。除了教数

学、物理、化学、外语，还负责组

织和指导学生的文艺宣传队。搞文

艺自然就需要乐曲，那时也不可能

像现在这样有录音机甚至 MP3，更

不可能到网上下载，只能从广播里

听。听见一些好听的乐曲，就想把

它们的曲谱记下来。好在我有一点起码的音乐素养，听见

乐曲就能够写出谱。问题是乐曲进行得快，人写得慢，一

边听一边记录是来不及的。还没有把前一句记录下来，后

面又演奏了很多句了。

怎样提高记录速度？当然，可以加强训练，尽量写得

快些。我用的是简谱，也就是用表示数字的 1234567 来作

音符。这些数字虽然简单，但乐曲中每一拍中往往就有好

几个音，要在乐曲进行的这么短的时间内将表示这几个音

的数字写完，无论怎样练习也没有这样快。

于是我想到将这些数字简化，自己规定一些尽可能简

单的符号来表示各个音。最简单的符号就是一个点。能不

能将所有的音都用点来表示呢？如果将所有的音都用一个

点来表示，那就没有区别了，不能表示不同的音。要表示

各个不同的音，各个符号的形状总得有区别。这样，每个

符号就不可能太简单，书写的时间就无论如何追赶不上乐

曲的进行。

由此看来，要用不同形状的符号来表示不同的音，记

录速度是无论如何达不到要求的。

出路何在 ? 我想起了自己在小学音乐课学过的一点点

五线谱的知识，想到五线谱的基本原理：将同一个符号放

在不同的位置来表示不同高低的音（五线谱符号形状的不

同只是为了区别音的长短而不是区

别高低）。为了提高记录速度，我想

到可以用同一个最简单的符号——

点放在不同的位置来表示不同的音。

可以预先将表示声音高低的五条线

画在纸上作成五线谱纸，在乐曲进

行时将表示各音的点画在纸上。为

了表示各个音的长短（节拍），也为

了进一步提高记录速度，还可以将

表示不同音的点用适当的方式连接成折线段。

在那些年，我曾经用自己发明的这个速记法记录了一

些自己喜欢的乐曲。后来有了录音机，有了 MP3，这个速

记法似乎没有用处了。但我还是利用这个速记法从所录的

歌曲中记录下了一些乐曲的乐谱，只不过条件更好了，可

以多放几次，直到全部记录下来为止。

以上设计的乐谱速记法，看起来似乎没有用到数学知

识，但是思维的方式却是数学的。其中关键的思考是：“只

要形状不同，符号就不可能太简单，就不可能写得很快。

要写得很快，一个出路是所有的音都采用最简单的符号    

点来表示。点的形状没有区别，只能用位置来区别。”这

里并没有讨论哪一种具体的符号，而是讨论所有这些符号

的共同点：“用形状的不同来区别音的高低”，然后一网打

尽全盘否定了具有这个共同点的所有的符号方案。考虑许

多不同东西的共同点，这正是数学中典型的抽象思维方式。

这与证明“尺规作图不可能三等分任意角”类似，不论哪

种具体的尺规作图方法，不论是以前的人想过的，或者是

以后的人将要想出的，只要具有共同点“符合尺规作图的

规则”，就都讨论过了并且被一网打尽全盘否定了。当然，

利用形状区别来记谱也有另外的出路：假如你的音乐素养

足够好，就不需要记下全部音，只要记下一些重要的部分

就可以将其它部分补充出来。不过，我还没有这样好的素

养，所以只好采用这个笨办法了。

乐谱速记法 

                        ——不可能问题的可能解


